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1 Introduction

Pour majorer ou minorer la complexité d'un algorithme, on part souvent d’inégalités
de récurrence. Le but de ce texte est de montrer comment les utiliser pour trouver des
majorations ou minorations asymptotiques, en introduisant les techniques utiles sur des
exemples.

Il existe sur ce sujet des résultats généraux et notamment un résultat appelé master
theorem. Mais d'une part celui-ci est hors-programme et d’autre part, avec un tout petit
peu d’entrainement, il est plus facile de maitriser les techniques présentées ci-apres plutot
que retenir par coeur ce résultat.

2 La recherche dichotomique

On sait que la complexité en temps d'un appel a une fonction récursive de recherche
dichotomique est dominé par le nombre maximum C'(n) d’appels récursifs effectués pour
effectuer une recherche dichotomique sur un tableau de taille n. Pour majorer C'(n), nous
allons utiliser une inégalité, qui dépend de I'algorithme précis utilisé.

2.1 Premiére version

2.1.1 Inégalité

def dicho(t, g, d, v):
"""Recherche v dans t[g:d] et retourne k dans range(g, d)
tel que t[k]=v. Si un tel k n’existe pas, retourne —1."""
n=d-—g #nb d’éléments dans [’ intervalle
if n—1 and t[g] = v:
return g # on a trouvé !
elif n <= 1:
return —1
# l7intervalle contient au moins deux €éléments
p=n//2
m=g-+p
if v<tm]:
return dicho(t, g, m, v)
else:
return dicho(t, m, d, v)

Le nombre d’appels récursifs C'(n) effectués quand on appelle dicho(t, g, 4, v)
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avec n = d — g dans le cas le pire vérifie I'inégalité
C(n) <1+max(C(|n/2]),C([n/2])) pourn >2

2.1.2 Cas des puissances de 2

Une premiere idée est de poser uy, = C(2), pour k € N.
On montre alors :
up < 14wup_q pour k>1

Alors, pour tout £ > 1 :
U < k+ Ug

C' étant une fonction a valeurs positives, on en déduit alors que pour tout £ > 1, on a
C(2%) = O(k)
d’ou, pour toute puissance de deux n :

C(n) = O(logn)

2.1.3 Cas C croissante

Si on fait I’hypothese que C' est croissante, il est aisé d’en déduire le cas général. 11
suffit en effet de remarquer que pour tout n, on a n < 2M°€7l pour en déduire, par
croissance de C' :

C(n)<C (2“°g2 ”1> = O([logyn]) = O(logn)

Et C' étant a valeurs positives, on en déduit, sous réserve que C' soit croissante :

C(n) = O(logn)

2.1.4 Cas général

Dans le cas général, on ne peut supposer C' croissante. En revanche, il est possible de
noter, pour n € N :

C'(n) = max(C(0),...,C(n))

Alors C” est manifestement croissante puisque, pour tout n
max(C(0),...,C(n)) < max(C(0),...,C(n),C(n+1))
De plus, on peut alors montrer que C’ vérifie, pour n > 1 :

C'(n) < 14 max (C'([n/2]), C"(In/2])) = 1+ C'([n/2])
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En effet, on a

C'(n) = max(C(0),C(1),...,C(n))
C'(n) = max(C(1),...,C(n)) (car C'(0) < C(1))
<

max(1 +max (C([1/2]), C([1/2])),

1+ max (C((n/2)), C([n/21)) )
<1+ maX(C’(Ln/QJ), C/([n/ﬂ))

On peut donc en déduire, comme précédemment
C'(n) = O(logn)
Et comme pour tout n, 0 < C'(n) < C’(n), on a

C(n) = O(logn)

2.1.5 Rédaction

Nous proposons ici une rédaction de la réponse da une question de la forme «Quelle
est, dans le cas le pire, la complexité d’un appel a la fonction dicho(t, g, d, v), en
fonction de d — g ?»

On remarque que, lors d'un appel a dicho(t, g, d, v), on effectue, en dehors de
I’éventuel appel récursif, un nombre borné d’opérations élémentaires. Le temps de calcul
de dicho(t, g, d, v) est donc dominé par le nombre d’appels récursifs effectués.

Notons, pour n € N, C'(n) le nombre maximum d’appels récursifs effectués lors de
I'exécution d'un appel a dicho(t, g, d, v) pour d — g inférieur ou égal’ da n.

Pour tout entier n, tout couple (g,d) vérifiant d — g < n vérifie d — g < n + 1, donc
C(n) < C(n+1). C est donc une fonction croissante.

Soit n > 2. Montrons qu’on a

C(n) <1+ C(n/2])

Pour cela, considérons un appel a dicho(t, g, d, v) ou d — ¢ < n et montrons
qu'il conduit au plus & 1 + C ([n/2]) appels récursifs. Si d — g < 1, on n’effectue au-
cun appel récursif et I'inégalité voulue est vérifiée. Sinon on effectue un appel récursif
dicho(t,g,m,d,v) ou dicho(t,g,m,d,v) avec m = g + V;;’J. On effectue donc un

appel récursif sur un sous-tableau de taille m — g = {%J < [n/2] dans le premier cas,

et de tailled —m =d — g — {%J = [‘12;9} < [n/2] dans le second.

1. La fonction C est donc ce que nous avions appelé C’ précédemment.
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Le nombre d’appels récursifs effectués est donc au plus 1+ C ([n/2]).
Cela étant vrai pour tout appel a dicho(t, g, d, v) pour lequel d — g < n, on a
bien

C(n) <14+ C([n/2])

Par récurrence, on a

VkeN C(2F) <k+C(2%)
Soit alors n € N. On a
0<C(n)<C (21°g2”) < log,n+ C(1)
D’ou
C(n) = O(logy n)

2.2 Deuxiéme version

On cherche maintenant la complexité de l'algorithme donné en cours.

2.2.1 Inégalité

Le nombre d’appels récursifs C'(n) effectués quand on appelle dicho(t, g, d, v)
avec n = d — g dans le cas le pire vérifie I'inégalité

cw<rems (o[ o([5]) v

2.2.2 Repérer les cas «faciles»

Il est intéressant de remarquer ici que I'inégalité peut étre simplifiée lorsque n — 1 est
pair. On peut ainsi montrer aisément

C(1) <1+ C(0)
C(3) < 1+C(1)
C(7)<1+C(3)
C(15) <14 C(7)
C(31) <1+ C(15)

Autrement dit, en posant xqg = 0 et, pour tout £ € N*, x, = 2x,_1 + 1, on a, pour
tout £ € N* :
Czg) <14 C(zp1)

Posons alors uy = C'(zy), pour k € N.
Alors, pour tout £ > 1 :
ur < k+ ug
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C étant une fonction a valeurs positives, on en déduit alors :
C(xy) = O(k)

En outre, on a
VkeN z,=2"-1

d’ou, pour tout n de la forme 2¥ — 1, avec k € N :

C(n) =0 (log(n+1))

2.2.3 Cas C croissante

Si on fait I’hypotheése que C' est croissante, il est aisé d’en déduire le cas général. Il
suffit en effet de remarquer que pour tout n, on a n < Tgg, (1)) = 2Moga(n+1)1 _ 1 pour
en déduire, par croissance de C' :

Cn)<C (95[1og2 n+11) = O ([logy (n+1)]) = O(logn)

Et C étant a valeurs positives, on en déduit, sous réserve que C' soit croissante :

C(n) = O(logn)

2.2.4 Cas général

Dans le cas général, on ne peut supposer C croissante. En revanche, il est possible de
noter, pour n € N :

C'(n) = max(C(0),...,C(n))

(" est alors croissante et on peut montrer

et <1 emas((152]) € (51]) vowns

D’ou on déduit successivement

C'(n) = O(logn)
C(n) = O(logn)

2.2.5 Rédaction

Nous proposons ici une rédaction de la réponse a une question de la forme «Quelle
est, dans le cas le pire, la complexité d’un appel da la fonction dicho(t, g, d, v), en
fonction de d — g ?»

On remarque que, lors d'un appel a dicho(t, g, d, v), on effectue, en dehors de
I’éventuel appel récursif, un nombre borné d’opérations élémentaires. Le temps de calcul
de dicho(t, g, d, v) est donc dominé par le nombre d’appels récursifs effectués.

Notons, pour n € N, C'(n) le nombre maximum d’appels récursifs effectués lors de
I'exécution d’un appel a dicho(t, g, d, v) pour d — g inférieur ou égal a n.
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Pour tout entier n, tout couple (g,d) vérifiant d — g < n vérifie d — g < n + 1, donc
C(n) < C(n+1). C est donc une fonction croissante.
Soit n > 2. Montrons qu’on a

C(n) < 1+CU";1D

Pour cela, considérons un appel a dicho(t, g, d, v) ou d — g < n et montrons
qu’il conduit au plus a 1 + C ([%1 ) appels récursifs. Si d — g < 1, on n’effectue
aucun appel récursif et I'inégalité voulue est vérifiée. Sinon on effectue un appel récursif

dicho(t,g,m,d,v) ou dicho(t,g,m+1,d,v) avec m = g + {d 9=11 On effectue donc

un appel récursif sur un sous-tableau de taille m — g = V—gJ < [%ﬂ dans le premier

cas, et de tailled —m=d—g—1— V = 1J = [d - 1} fzﬂ dans le second.
—1

Le nombre d’appels récursifs effectués est donc au plus 1 + C ([%D

Cela étant vrai pour tout appel a dicho(t, g, d, v) pour lequel d — g < n, on a

bien
C(n) < 1+CU";1D

VkeN C(28-1)<k+C(2°-1)

Par récurrence, on a

Soit alors n € N. On a
0 < C(n) < C (29207 — 1) < logy(n+ 1) + C(0)
D’ou
C(n) = O(logyn)

3 Tri fusion

3.1 Inégalités

Notons T,(n) le temps d’exécution de 'algorithme de tri fusion pour un tableau de
taille inférieure ou égale a n dans le cas le pire, T},,(n) ce temps d’exécution dans le cas
le meilleur pour un tableau de taille supérieure ou égale a n, E,(n) 'espace mémoire
nécessaire a son exécution (en plus du tableau argument) pour un tableau de taille
inférieure ou égale & n dans le cas le pire et F,,(n) 'espace nécessaire pour un tableau
de taille supérieure ou égale a n.

Remarquez qu'une conséquence immédiate de ces définitions est que T}, T,,, E, et E,,
sont croissantes.

On peut montrer les inégalités suivantes :

Ty(n) < 2T,,([n/2]) + O(n) (1)
Tn(n) 2 2T (|n/2]) + Q(n) (2)
Ey(n) < Ep([n/2]) + O(n) (3)
En(n) 2 En([n/2]) +Q(n) (4)
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3.2 Complexité en temps dans le cas le pire

D’apres I'inégalité (1), il existe deux constantes « et [ vérifiant
Tp(n) < 2T,([n/2]) + an+ B
On a alors, pour tout k € N :

Tp<2k+1) S 2Tp<2k) Lo 2k+1 + 5

Posons alors uy, = T,,(2%)/2%. Remarque : ce choiz n’est évidemment pas fait au hasard.
On divise par (2F), qui est une solution particuliére de 1’équation homogéne associée a
Uinéquation vy, < 2v, + o281 + 3. On a alors :

upsr < up + o+ 27D

Ce qui nous permet de majorer u, — uy par somme téléscopique.
On obtient ainsi successivement :

k—1
up —up = Y (Uip1 — ;)
1=0

up — g < kf (a + 62—(’”1))
up < oz;-co+ B+ ug
D’ou
Ty(n) < T, (2=)

S 2 [logz ] . u[logQ n]

< 2n- O ([log,n])
< O(nlogn)

Et comme T,(n) > 0, on a

T,(n) = O(nlogn)

3.3 Complexité en temps dans le cas le meilleur
De la méme facon, I'inégalité (2) conduit & poser v, = T;,(2%)/2%. On montre alors,

comme précédemment

D’ott on déduit
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Tpn(n) > T, <2Uog2 HJ)
> ollogan)

> -0 ([logyn))

> O(nlogn)

" Ullogy n)

3.4 Complexité en espace dans le cas le pire

Le traitement de l'inégalité (3) est a peine différent. On remarque tout d’abord qu’il
existe A et p vérifiant
Ep(n) < Ey([n/2]) + An + p

On a alors, pour tout k € N :
B,(2H1) < B(2) + X251 - p

On pose alors wy, = E,(2%) et on obtient successivement :

k—1
W — Wo = Z(wiJrl — w;)
i=0
k—1
wy, — Wy < Z ()\2”1 + u)
=0

D’ou

3.5 Complexité en espace dans le cas le meilleur

Enfin, on fait de méme pour I'inégalité (4) et on trouve

Em(n) = $(n)

3.6 Conclusion

La complexité du tri fusion pour un tableau de taille n est donc ©(nlogn) en temps
et ©(n) en espace, quelles que soient les données (le rapport de la complexité dans le
cas le pire et le cas le meilleur est majoré par une constante, indépendamment de n —
il est évidemment minoré par 1).
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4 Algorithme de Karatsuba

La complexité en temps C(n) de la multiplication de deux nombres d’au plus n chiffres
par l'algorithme de multiplication rapide de Karatsuba vérifie, pour n > 2, I'inégalité

C(n) < 3C([n/2] +1) + O(n)

Notons xg = 3, et pour k € N, z341 = 2(x;, — 1). Alors pour tout k € N, z;, = 2F + 2.
De plus
C(l‘k_H) < 3C(£L‘k) + O(Qk)

On pose alors v, = C(z) -37%. On a :

oY)

Donc la série des Y (vgr1 — vx) est majorée par une série convergente, donc la suite
(vg) est majorée. Elle est de plus minorée par 0, donc v, = O(1).
On en déduit
C(zr) = O(3%)
Remarquons alors que pour avoir z; > n, il suffit d’avoir 2¥ + 2 > n et pour cela, il

suffit d’avoir k& > log,(n — 2) (pour n > 3).
Donc, pour tout n > 3, on a n < Zfieg,(n-2) €t

C(n) < C (Tnogyn-271)
< O (3hesatn-201)
< O(exp(In3-Inn/In2))
<0 (nln3/ln2)
< 9] (nlog2 3)

Par croissance de log,, on a évidemment 1 < logs3 < 2. Plus précisément, on a 1,58 <
loga3 < 1,59.

5 Construction d'un tas

Ce probléme fait partie du programme de l’option informatique. Mais I’équation obte-
nue est un exemple intéressant dans le cadre du tronc commun.

Contexte pour les étudiants d’option informatique : La construction d'un tas
de taille n en O(n) peut se faire de fagon récursive. Il s’agit essentiellement de faire les
mémes opérations de percolation que dans la construction par forét mais en exprimant
I’algorithme de fagon récursive. Intuitivement I'idée est que pour n > 1, on prend k' le

1

plus grand entier tel que 2 — 1 < “5= et on construit un tas avec 2K — 1’ éléments.

. . ’1 2 . / ,1 7
Puis on construit un tas avec les éléments restants sauf un, soit n — 2* + 1 — 1 éléments
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(on an —2F < 28 — 1), et enfin on réunit les deux tas en un seul, en effectuant une
percolation descendante de colit O(logn).

En notant C'(n) le temps mis par cet algorithme pour construire un tas de taille au
plus n, on a I'inégalité suivante :

C(n) <2C (2’1+1°g2(”*1)) + O(logn)

Pour tous : il s’agit donc de résoudre I'inégalité ci-dessus.
En posant z;, = 2¥ — 1, on a alors

Clakr) < 2C () + O(k)
D’otl, en posant uy = C(zy) - 27,
U1 S up + O (k ' 2%)

La série >, k - 27% est a valeurs positives et converge, donc la série > (upi1 — ug)
est majorée, donc (uy) est majorée, d'ott C(z;) < O(2F) et, par croissance, de C, 0 <
C(n) < C (xflogz(n—&-lﬂ) < O (2“0%2(71—1-1)1)' D’ou

C(n) = O(n)

6 Tri rapide

6.1 Cas le pire

La complexité en temps du tri rapide sur un tableau d’au plus n éléments est domi-
née par le nombre de comparaisons C,(n) effectuées dans le cas le pire. Ce nombre de
comparaison vérifie, C,,(0) = 0 et pour n > 0 :

Cp(n) < max (Cp(i) + Cp(n—i—1))+n—1
1€[0,n[

Il est difficile d’appliquer les techniques précédentes directement. Cependant, on peut
assez vite conjecturer que Cp,(n) est majoré par le nombre de comparaisons u,, qu'il faut
effectuer dans le cas d'un tableau déja trié par ordre croissant.

La suite u vérifie ug = 0 et pour tout n > 1, u,, = u,_1 +n — 1.

On a alors :

n(n —1)
2
Remarquons que pour tout n > 1 et i € [0,n[, on a

VneN wu, =
Uy + Up_1 = <n2—3n+2)
(i =i+ (n—1i)> = 3(n—i)+2)

Ui + Up—i—1 =

N RN~ —

(n2—3n—|—2—2i(n—i—1))
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Or

i* —i+(n—1i)>—3(n—1i)+2=n"—3n+2i* + 2 — 2ni
=n>—3n+2-2in—i—1)

D’ou
Ui + Up—j—1 < Ug + Up—1
Nous pouvons alors montrer par récurrence forte que, pour tout n € N, C,(n) est
majorée par i, :
— D’une part, on a évidemment C,(0) < ug.
— D’autre part, pour tout n > 1 tel que pour tout k < n, C,(k) < uy, on a :
Cp(n) < max (Cp(i) +Cp(n—i—1))+n—1

1€[0,n]

< max (u; + Uy 1) +n—1
1€[0,n

<ug+uUp-1+n-—1

< Uy,

D’apres le principe de récurrence, on a donc, pour tout n € N, Cp(n) < u,. On en
déduit
Cp(n) = O(n?)
De plus, u,, étant le nombre de comparaisons dans le cas ou le tableau est trié, on a
Cy(n) > u, = Q(n?. Donc la majoration asymptotique donnée est serrée :

6.2 Cas le meilleur

Notons C,,(n) le nombre de comparaisons effectuées par le tri par pivot dans le cas le
meilleur sur un tableau de taille au moins n. Alors

Crn(n) 2 min (Cn(i) + Cin(n =i = 1)) +n -1
1€(0,n

6.2.1 Conjectures
Comme dans le cas le pire, il est difficile d’appliquer directement les techniques pré-
cédentes. Cependant on peut émettre deux conjectures :

1. En notant (z;) la suite définie par xg = 0 et x5 1 = 2z + 1, il est possible, pour
tout k, de trouver un tableau t; de taille z tel que le tri par pivot se passe de
facon «agréable», c’est-a-dire que ’exécution du tri sur ce tableau va conduire
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récursivement a trier deux sous-tableaux de taille (x; — 1)/2 = x4, ce qui va
conduire récursivement a trier quatre sous-tableaux de taille xj_o, puis 22 tableaux
de taille z_3, ..., puis 2¥ tableaux de taille z; = 0. On note alors v, le nombre
de comparaisons effectuées.

2. Pour un tableau de taille zj, cette exécution est la meilleure possible, c¢’est-a-dire

C(z1) = vg.

Le terme générique de la suite (z3) est 28 — 1. De plus la suite (vg) vérifie vy = 0 et
pour tout k> 1:

v =205 1 +xp—1 =20, +2F—2

En posant wy, = v - 27%, on a
Wy = Wi—1 +1— 21—k

Par somme téléscopique, et en utilisant que wy = 0, on obtient :

k
wpy=k=Y 2" =k—-242""

=1
dott vy, = 28k — 28 2 = 2% (k- 2) 42

En posant n = x;, on an = 28 — 1, donc k = logy(n + 1), donc v, = (n + 1)(logy(n +
1) —2)+2.

6.2.2 Démonstration

Ce qui précede nous conduit a poser, pour z € [0, +o0o[, f(z) = (x + 1)(logy(z + 1) —
2)+2.
Montrons alors par récurrence forte que pour tout n, on a Cy,(n) > f(n).
— On a évidemment C,,,(0) > 0 = f(0).
— Soit n un entier tel que pour tout k < n, on a C(k) > f(k). On a alors
Col) 2 min (7(0) + fln—i = 1)) +7 1
1€|0,n
Posons, pour z € [0,n — 1], ¢(x) = f(x) + f(n — 1 — z) et étudions le sens de

variation de ¢. On a évidemment f et ¢ dérivables, et pour x € [0,n — 1], on
trouve successivement :

_ In(z+1) 9 1

1) n2 * In2
yo In(z+1) In(n—=x)
o) = m2  In2
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¢'(x) est donc du signe de In(z + 1) — In(n — z), qui est négatif pour z < (n—1)/2
et positif pour z > (n—1)/2. ¢ atteint donc un minimum en (n—1)/2. On a donc :

Crn(n) > min ¢(i) +n—1
1€[0,n]

C(n) > ¢(”;1

)+n—1

qb(n;l)—i—n—l:Qf(n;l)—i-(n—l)

:2<n;1+1> (10g2<ng1+1>—2)+4+n—1
(n+1)(logyn+1)—1—-2)+44+n—1

=(n+1)(loggn+1)—2)—(n+1)+4+n—1
(n+1

) (logy(n+1) —2) + 2

On en déduit Cp,(n) > f(n).
D’apres le principe de récurrence forte, on a donc

Vn e N Cpn(n) > f(n)

En particulier
Cim(n) = Q(nlogn)

Remarquons que nous avons démontré ce résultat sans faire appel a nos deux conjec-
tures initiales.

Nous admettons maintenant la premiere (on peut la démontrer mais c¢’est assez pénible
a faire).

Alors la seconde est facile & démontrer : pour tout k € N, on a C,,,(xy) > f(xy) = vg et
comme vy, est le nombre de comparaisons effectuées pour un choix particulier de tableau
i, on a Cp,(zr) < v, d’ou I'égalité.

Pour tout n € N, on a n < g, (nt1)]- Or Gy, est croissante, donc

Cin(n) < Cho(xx) = v = f (2M°2=4D1) = O(nlogn)
La minoration que nous avons donnée est donc une minoration serrée :

Cin(n) = B(nlogn)
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